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Resumen
La imposicio´n de condiciones de borde no estacionarias a campos cua´nticos puede llevar
a la aparicio´n de feno´menos disipativos. En este trabajo estudiaremos aquellos asociados
a condiciones de borde en movimiento implementadas por espejos semitransparentes,
en los casos de movimiento normal oscilatorio y movimiento lateral con velocidad cons-
tante. Encontraremos en cada caso la accio´n efectiva para un campo escalar real sujeto
a las condiciones de borde mencionadas, y encontraremos la parte imaginar´ıa de dicha
accio´n efectiva. Mostraremos que para que esta sea no nula, cierto tipo de condiciones
deben ser satisfechas. Estas van a estar relacionadas con la produccio´n de part´ıculas
reales en el caso oscilatorio, o con la respuesta de los grados de libertad microsco´picos
de los espejos en el caso del movimiento lateral. Por lo tanto la aparicio´n de una par-
te imaginaria en la accio´n efectiva puede relacionarse con la aparicio´n de feno´menos
disipativos.
Palabras clave: EFECTO CASIMIR DINA´MICO, FRICCIO´N DE CASIMIR, ENERGI´A
DE VACI´O
vii

Abstract
Imposing non-stationary boundary conditions on quantum fields will generate disipa-
tive effects. In this work, we study those associated with moving boundary conditions
corresponding to semitransparent mirrors in two different situations: Normal oscilla-
tory motion and sidewise motion at constant velocity. In both cases we construct the
effective action for a real scalar field, and evaluate the conditions for a non-vanishing
imaginary part of the effective action. This will be an indicator of the creation of real
particles in the case of normal oscillatory motion, and of the response of microscopic
degrees of freedom of the mirror, in the case of lateral motion. Both mechanisms are
responsible of the ocurrence of dissipative effects.
Keywords: DINAMICAL CASIMIR EFFECT, QUANTUM FRICTION, VACUUM
ENERGY
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Introduccio´n
“No puede decirse que es el vac´ıo, porque no es un que´”
— Ce´sar Fosco
El desarrollo de la meca´nica cua´ntica y la teor´ıa cua´ntica de campos durante el u´ltimo
siglo han permitido describir el comportamiento de la Naturaleza a las escalas ma´s
pequen˜as, y establecer un marco que explique la mayor´ıa de las interacciones funda-
mentales que conocemos hasta el momento. Quiza´s una de las consecuencias menos
intuitivas que ha tra´ıdo consigo el desarrollo de estas teor´ıas, es que el vac´ıo difiere
radicalmente de la idea convencional que tenemos de e´l: no corresponde a la nada, sino
ma´s bien es una especie de e´ter en constante dinamismo en el que se esta´n creando y
destruyendo part´ıculas virtuales.
La analog´ıa entre los campos cua´nticos y un nu´mero infinito de osciladores armo´nicos
tiene como consecuencia que la energ´ıa ma´s baja -asociada al vac´ıo- no toma un valor
nulo. Podemos ilustrar esto a partir del Hamiltoniano de un campo escalar libre, sin
masa, en tres dimensiones espaciales:
H = V
∫
d3k
(2pi)3
ωk
(
a†kak +
1
2
)
(1)
donde para el caso no masivo ωk = |k|. ak y a†k corresponden a operadores de aniqui-
lacio´n y creacio´n de part´ıculas con impulso k respectivamente. Si denotamos el vac´ıo
como |0〉, podemos encontrar que la energ´ıa asociada a este estado como
ε =
1
V
〈0|H|0〉 =
∫
d3k
(2pi)3
ωk
2
=
∫ +∞
0
d|k|
4pi2
|k|3 (2)
donde se ha impuesto que el vac´ıo corresponda a un estado sin pat´ıculas, es decir que
ak|0〉 = 0. La energ´ıa encontrada en (2) es claramente divergente. A esta energ´ıa se
le conoce como energ´ıa de punto cero, que si bien es infinita, no es observable (salvo
tal vez en el caso del te´rmino de constante cosmolo´gica en las ecuaciones de Einstein)
y por lo tanto no tiene ninguna implicacio´n f´ısica. Para tener alguna manifestacio´n
de esta energ´ıa de punto cero se deben considerar situaciones diferentes al vac´ıo libre.
1
2 Introduccio´n
Por ejemplo, mediante restricciones debidas a la presencia de objetos que impongan
condiciones de borde sobre los campos. En tales sistemas, interesa conocer la respuesta
ante variaciones de tales condiciones.
En 1948 H. B. G. Casimir [1] considero´ un ejemplo en el que esta modificacio´n del vac´ıo
puede ser implementada a trave´s de dos placas paralelas enfrentadas, separadas por
una distancia a. Si las placas se consideran como conductoras perfectas, esto impone
una condicio´n sobre los posibles modos del campo que se pueden propagar, dado que
la componente tangencial del campo ele´ctrico y la normal del campo magne´tico1 deben
anularse en la superficie de los conductores. La idea de Casimir apunto´ en el mismo
sentido de lo que establece la meca´nica cla´sica, que solo las diferencias de energ´ıa
tienen un significado F´ısico. Por lo tanto, al estudiar como variaba la energ´ıa de vac´ıo
del campo electromagne´tico al cambiar la separacio´n a, encontro´ que aparece una fuerza
atractiva, cuya magnitud por unidad de a´rea esta´ dada por:
F(a) = pi
2~c
240a4
. (3)
Debido que en la electrodina´mica cla´sica la fuerza entre dos placas neutras es cero,
este efecto tiene un cara´cter netamente cua´ntico, conocido con el nombre de Efecto
Casimir, y su estudio teo´rico ha tomado un especial protagonismo durante los u´ltimos
40 an˜os.
Una extensio´n natural de esto es considerar que las placas no son esta´ticas, sino que
tienen algu´n tipo de fluctuacio´n, por ejemplo se trata de un espejo oscilando. En este
caso las condiciones de borde pasan a ser dependientes del tiempo y ocurre un feno´meno
ana´logo a la produccio´n de pares en el vac´ıo debido a la accio´n de un campo externo.
En este caso la accio´n del campo esta´ representada por la frontera que oscila, y por
lo tanto realiza trabajo meca´nico sobre el vac´ıo, transfiriendo en las condiciones apro-
piadas, la energ´ıa necesaria para que se creen part´ıculas reales. Dado que en este caso
las condiciones de borde son no estacionarias, a este feno´meno se le denomina Efecto
Casimir dina´mico [2, 3]. Como todo feno´meno radiativo, este puede entenderse desde
dos puntos de vista:
En el caso de un agente externo que produjese la oscilacio´n del espejo, este proceso
se percibe como ocasionado por una fuerza disipativa como respuesta al cambio
en la condicio´n de borde.
En el caso de un observador que mida las propiedades del campo electromagne´ti-
co, este feno´meno se manifiesta como la creacio´n de fotones reales partiendo
inicialmente vac´ıo.
1La componente normal de B se anula en la superficie de un conductor perfecto para ω 6= 0
3Si bien originalmente la motivacio´n de esta idea era netamente teo´rica como un modelo
para explicar la evaporacio´n de agujeros negros , mediante mecanismos similares al del
Efecto Unruh [4], desarrollos recientes han permitido que se logren comprobaciones
experimentales en circuitos superconductores [5]. En el efecto Casimir dina´mico la res-
puesta del vac´ıo a la oscilacio´n ocurre incluso si hay un u´nico espejo. Se ha encontrado
que la densidad de energ´ıa radiada por unidad de tiempo va a depender de la frecuencia
(Ω) y la amplitud de la oscilacio´n (l) [6]:
E(Ω, l) = l
2Ω5
720pi2
. (4)
El estudio de los efectos de oscilaciones en las trayectorias de los espejos o de defor-
maciones de la superficie de estos, si bien es posible estudiarlo a trave´s del me´todo
operatorial [7, 8], resulta muy dispendiosa su implementacio´n. Es por esto que a me-
diados de los an˜os 90 tomo´ fuerza el uso de me´todos basados en integrales funcionales
para estudiar la respuesta del vac´ıo a condiciones de borde con pequen˜as oscilaciones en
su geometr´ıa [9]. Si bien la motivacio´n inicial fue estudiar la respuesta a la fluctuacio´n
de superficies perfectamente reflectantes (que se denominan Espejos perfectos e imple-
mentan condiciones de borde tipo Dirichlet) para un campo escalar real, este me´todo
se ha extendido a condiciones de borde dispersivas, las cuales admiten un desarrollo
perturbativo respecto los para´metros que miden la respuesta de los grados de libertad
microsco´picos de los espejos a las fluctuaciones del campo cua´ntico[10]. En ambos casos
las consideraciones de las fluctuaciones geome´tricas o las oscilaciones de las placas se
han incluido de manera perturbativa hasta los primeros ordenes no triviales. En estos
trabajos se encontro´ que la respuesta del vac´ıo a las fluctuaciones en las condiciones
de borde se va a producir solo si ciertas condiciones se satisfacen, y que el umbral para
que esto ocurra va a estar indicado por el hecho de que cierta funcio´n de respuesta
desarrolle una parte imaginaria.
Adicional a este feno´meno, tambie´n el movimiento de las condiciones de borde puede
generar efectos disipativos que no sean debidos a la excitacio´n de particulas reales del
campo de vac´ıo. Por ejemplo si ahora consideramos dos placas en movimiento relativo
con velocidad constante en una direccio´n paralela a su superficie, en este caso se pro-
duce una excitacio´n en los grados de libertad microsco´picos de las placas. Esto puede
entenderse como una consecuencia del intercambio de fotones virtuales entre las dos
superficies, generando una friccio´n de no contacto. Si bien los feno´menos de friccio´n
asociados a radiacio´n han sido discutidos desde hace mucho tiempo[11], recientemen-
te ha cobrado relevancia su estudio en cuerpos macrosco´picos. A este feno´meno se le
conoce con el nombre de friccio´n cua´ntica o friccio´n de Casimir. Dado su cara´cter
cua´ntico, esta friccio´n persiste incluso a temperatura cero. Usualmente se supone que
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las constante diele´ctrica del material, que en este caso corresponder´ıa a una funcio´n
de respuesta, tiene caracter´ısticas disipativas, y por lo tanto tiene asociada una parte
imaginaria no nula.
Algunas consideraciones de medios no dispersivos han sido realizadas, donde las su-
perficies corresponden a semiespacios caracterizados por una constante diele´ctrica real,
tal que la velocidad de propagacio´n de la luz en el medio sea v < c. En este caso caso
solo aparece friccio´n cua´ntica si la velocidad relativa entre los dos semiespacios supera
la velocidad de fase de la luz en el material, y puede interpretarse como un ana´logo
cua´ntico del efecto Cherenkov cla´sico [12].
Si bien este es un tema de gran intere´s en la comunidad cient´ıfica, existe un amplio
debate si este feno´meno es una manifestacio´n de las fluctuaciones de vac´ıo y au´n no se
alcanza evidencia experimental de su ocurrencia [13–16].
En este trabajo abordaremos el estudio del efecto Casimir dina´mico y la friccio´n de Ca-
simir para un campo escalar real, sujeto a condiciones de borde generadas por espejos
semitransparentes, usando me´todos de integrales funcionales. Para cumplir con esto,
construiremos la accio´n efectiva, la cual esta´ relacionada con la amplitud de persisten-
cia del vac´ıo, y para todos los casos estudiados calcularemos bajo que´ condiciones dicha
accio´n efectiva desarrolla una parte imaginaria. Veremos que esto es indicio de que po-
tenciallmente aparecen feno´menos disipativos; en el caso de efecto Casimir dina´mico
esto indicara´ que se supere el umbral de creacio´n de pares, mientras que en el caso de
friccio´n estara´ relacionado con la respuesta de los grados de libertad microsco´picos de
los espejos.
En el cap´ıtulo 1 consideramos sistemas en las que los espejos presentan un movimien-
to oscilatorio en la direccio´n normal a la superficie. Inicialmente analizaremos el caso
de un u´nico espejo, y extenderemos al caso de dos espejos que forman una cavidad.
Mostraremos que para diferentes o´rdenes en constantes que miden la respuesta de los
espejos a las fluctuaciones del campo escalar, es posible obtener la parte imaginaria de
la accio´n efectiva de manera expl´ıcita para ciertas funciones oscilatorias que definen su
trayectoria.
En el cap´ıtulo 2 tendremos en cuenta que los espejos se mueven en una direccio´n para-
lela a su superficie. En la primera parte aprovecharemos resultados del cap´ıtulo 1 para
estudiar placas con defectos geome´tricos continuos. Calcularemos la parte imaginaria
de la accio´n efectiva y encontraremos una condicio´n sobre la velocidad de fase de las
placas para que esta sea no nula y sea un indicio de la ocurrencia de algu´n feno´meno
disipativo.
Finalmente, consideramos espejos planos que presentan algu´n tipo de comportamien-
to dispersivo. En este caso obtendremos un resultado no perturbativo para la accio´n
efectiva, y comprobaremos que al orden ma´s bajo no trivial el ca´lculo de una par-
5te imaginaria no nula para la accio´n efectiva esta´ directamente relacionada con las
propiedades dispersivas del material de los espejos.

Cap´ıtulo 1
Espejos en movimiento normal
oscilatorio
Como se menciono´ en la Introduccio´n, la existencia de condiciones de borde de-
pendientes del tiempo puede generar un feno´meno interesante, por el cual se producen
excitaciones (part´ıculas reales) del campo cua´ntico. Este feno´meno es similar a cuan-
do se supera el umbral de creacio´n de pares en un sistema en presencia de un campo
externo.
En este cap´ıtulo, consideraremos que la accio´n del campo externo esta´ representada por
condiciones de borde mo´viles, definidas por medio de funciones oscilatorias q(x0). El
sistema estara´ descripto por un campo escalar real con condiciones de borde impuestas
por la presencia de espejos semitransparentes. Estas condiciones de borde sera´n imple-
mentadas a trave´s de un te´rmino de interaccio´n que es una potencia de los campos,
definido a partir de una constante de acople λ, la cual esta´ relacionada con la respuesta
de los grados de libertad microsco´picos de los espejos a la interaccio´n con el campo
cua´ntico.
Debido a que los espejos son semitransparentes, un desarrollo perturbativo en la cons-
tante de acople es admisible. En este cap´ıtulo evaluaremos la accio´n efectiva a orden
2 y 3 en λ para el caso de un solo espejo, imponiendo las condiciones por medio de
un potencial de interaccio´n cuadra´tico en el campo. El resultado que se obtiene es no
perturbativo en los para´metros que definen las trayectorias de los espejos. El objeti-
vo principal de esto es evaluar bajo que condiciones la accio´n efectiva a los ordenes
mencionados desarrolla una parte imaginaria, lo cual es una sen˜al de la aparicio´n de
efectos disipativos debido a las oscilaciones de las condiciones de borde. Tomaremos el
l´ımite de amplitudes pequen˜as con el fin de comparar con trabajos anteriores en los
que se hizo un desarrollo perturbativo en amplitudes de las trayectoria q(x0) [10]. En la
parte final del cap´ıtulo, realizamos la extensio´n al caso de dos espejos al primer orden
no trivial. Se muestra que para este caso aparece una condicio´n interesante sobre las
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frecuencias de los dos espejos: solo aparecera´ una parte imaginaria en la accio´n efectiva
si las frecuencias de los dos espejos son conmensurables.
1.1. Un espejo mo´vil
Empezaremos considerando el vac´ıo con condiciones de borde generadas por la
presencia de un u´nico espejo mo´vil en un espacio tiempo en D = d + 1 dimensiones.
Como notacio´n definimos x = (x0, ..., xd) las coordenadas del espacio tiempo, x|| =
(x1, ..., xd−1) denotara´ a las coordenadas paralelas a la superficie de los espejos, xd la
coordenada en la direccio´n normal a la superficie del espejo. Adema´s usaremos
∫
x
para
denotar las integrales
∫∞
−∞ dx
El sistema estara´ entonces descripto por la accio´n:
S = S0 + SI (1.1)
donde S0 hace referencia a la accio´n libre para el campo escalar ϕ de masa m, y SI es
el te´rmino de interaccio´n del espejo con dicho campo; esto es:
S0[ϕ] =
1
2
∫
x
(
∂µϕ∂
µϕ−m2ϕ2) (1.2)
SI [ϕ, q] = −λ
2
∫
x
γ−1(t)δ(xd − q(x0))ϕ(x)2 . (1.3)
λ es una constante de acople que mide la respuesta de los grados de libertad internos
de los espejos. Hemos incluido el factor de Lorentz γ(t) ≡ 1√
1− q˙2(x0)
, pero dado
que los reg´ımenes de velocidades que consideraremos son no relativistas en adelan-
te γ(t) = 1. Para este caso, el efecto disipativo no esta´ tan fuertemente ligado a las
propiedades microsco´picas de los espejos sino, como se vera´ ma´s adelante, esta´ relacio-
nado propiamente con la “intensidad”de la excitacio´n; impuesta a trave´s de la funcio´n
q(x0). A partir de estas consideraciones podemos definir la accio´n efectiva a partir del
formalismo de integral funcional:
eiΓ[q] =
∫
Dϕ eiS[ϕ] ≡ Z . (1.4)
Dado que el caso de espejos semitransparentes admite un desarrollo perturbativo en la
constante de acople, realizaremos la expansio´n en cumulantes [17]. Para esto reescribi-
mos (1.4) como
eiΓ[q] = Z0 〈eiSI [ϕ,q]〉 (1.5)
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donde hemos definido:
Z0 =
∫
Dϕ eiS0[ϕ] (1.6)
y se ha considerado el ca´lculo del valor medio de funcionales como:
〈G[ϕ]〉 =
∫ Dϕ G[ϕ] eiS0[ϕ]
Z0 . (1.7)
Haciendo expl´ıcito que Γ admite un desarrollo perturbativo escribamos:
Γ[q] = Γ(0) + ΓI = Γ
(0) + Γ
(1)
I + Γ
(2)
I + ... (1.8)
donde Γ
(k)
I hace referencia al te´rmino de orden k en el desarrollo perturbativo. Es claro
que el orden cero depende exclusivamente de la accio´n libre, la cual es independiente
de q(x0), por lo tanto sera´ excluida del ana´lisis. Los sub´ındices I hacen referencia
precisamente a que la informacio´n de la interaccio´n esta´ en SI [ϕ, q], y el desarrollo
para potencias no nulas de las constantes λ dependera´ de este te´rmino. Comparando
(1.8) y (1.5) tendremos 1:
ΓI = −i log〈eiSI 〉 = −i log
[
1 +
∞∑
n=1
〈(iSI)n〉
n!
]
, (1.9)
donde la expansio´n del lado derecho de (1.9) determina la forma que tiene cada te´rmino
de ΓI orden a orden.
Como se vera´ para los ordenes resueltos, solo las componentes conexas contribuyen y
por lo tanto sera´n las u´nicas evaluadas.
1.1.1. Orden λ
El orden lineal tomara´ la forma:
Γ
(1)
I = 〈SI〉 = −
λ
2
∫
x
δ(xd − q(x0))〈ϕ(x)ϕ(x)〉 (1.10)
donde 〈ϕ(x)ϕ(x)〉 corresponde a la funcio´n de dos puntos evaluada en el mismo argu-
mento. Dado que hemos escogido el formalismo de la integral funcional, la funcio´n de
correlacio´n de dos puntos va a estar dada a partir del propagador de la teor´ıa, que en
este caso corresponde a un campo escalar masivo, esto es:
〈ϕ(x)ϕ(y)〉 = ∆(x− y) ≡
∫
p
1
(2pi)D
1
p2 −m2 + iη e
ip(x−y) . (1.11)
1De aqu´ı en adelante suprimiremos las dependencias funcionales
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Dado que estamos considerando la formulacio´n en tiempo real, los productos escalares
estara´n dados a trave´s de la me´trica de Minkowski. Al evaluar (1.11) en el mismo
argumento , dicha funcio´n es independiente de las coordenadas. Ilustraremos el ca´lculo
de este orden para el caso no masivo. Tendremos entonces:
〈ϕ(x)ϕ(x)〉 =
∫
p
1
p2
, (1.12)
donde p es el momento. Esta contribucio´n es claramente divergente en el ultravioleta. Si
fijamos un cutoff Λ, podemos evaluar esta integral en coordenadas esfe´ricas obteniendo
como resultado:
〈ϕ(x)ϕ(x)〉 = KΛd−1 , (1.13)
donde d − 1 corresponde a la dimensio´n del espacio paralelo a la superficie de los
espejos, y K es una constante. Dada la independencia de las coordenadas, en (1.10)
puede realizarse la integral sobre las coordenadas paralelas a la superficie de los espejos,
obteniendo como resultado para este primer orden en λ.
Γ
(1)
I = −mΛ
∫ +∞
−∞
dx0 (1.14)
donde hemos definido λ
2
K(LΛ)d−1 ≡ mΛ, siendo Ld−1 el a´rea de los espejos.
Dimensionalmente [mΛ] = [λ] = 2, por lo tanto la contribucio´n a este orden puede pen-
sarse como una renormalizacio´n a la masa de los espejos la cual tambie´n estara´ presente
el caso relativista.
1.1.2. Orden λ2
El orden cuadra´tico en λ para (1.9) puede escribirse como:
Γ
(2)
I =
i
2
(〈(SI)2〉 − 〈SI〉2) = i
2
〈(SI − 〈SI〉)2〉 ≡ i
2
〈(SI)2〉c (1.15)
donde el sub´ındice c hace referencia a la parte conexa. Usando la definicio´n de SI , los
te´rminos involucrados en (1.15) se puede evaluar usando las funciones de correlacio´n
para los campos, ca´lculadas mediante el Teorema de Wick. Un esquema de como ser´ıan
escritos estos te´rminos usando diagramas de Feynman se muestra en la figura 1.1.
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Evaluando cada te´rmino tendremos:
〈(SI)2〉 = λ
2
4
∫
x,y
δ(xd − q(x0))δ(yd − q(y0))〈ϕ(x)2ϕ(y)2〉
=
λ2
4
∫
x,y
δ(xd − q(x0))δ(yd − q(y0))
[
2〈ϕ(x)ϕ(y)〉2 + 〈ϕ(x)〉2〈ϕ(y)〉2] .
〈SI〉2 = λ
2
4
∫
x,y
δ(xd − q(x0))δ(yd − q(y0))〈ϕ(x)〉2〈ϕ(y)〉2 (1.16)
por lo tanto, el segundo orden de la accio´n efectiva estara´ dado por:
Γ
(2)
I = i
λ2
4
∫
x,y
δ(xd − q(x0))δ(yd − q(y0))〈ϕ(x)ϕ(y)〉2 . (1.17)
El correlador 〈ϕ(x)ϕ(y)〉 corresponde al propagador del campo libre, escribiendo este
Figura 1.1: Desarrollo en diagramas de Feynman del orden 2 en λ. Se omiten las constantes
impl´ıcitas en SI e identificaciones de los puntos
en te´rminos de su transformada de Fourier, (1.17) estara´ dado por:
Γ
(2)
I =
1
4
∫
k
1
(2pi)D
∫
x,y
δ(xd − q(x0))δ(yd − q(y0))Π˜(2)(k)eik(x−y) . (1.18)
habie´ndose definido:
Π˜(2)(k) = iλ2
∫
ω
1
(2pi)D
1
k2 −m2 + iη
1
(ω − k)2 −m2 + iη . (1.19)
Este paso al espacio de momentos hace que la u´nica dependencia en las coordenadas
aparezca en las distribuciones δ y en las exponenciales. Notemos que no hay dependen-
cia de las coordenadas x|| salvo en las exponenciales, por lo tanto es posible integrar
sobre estas obteniendo un producto de δ; esto es que si separamos las integrales sobre
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las coordenadas como:∫
x
δ(xd − q(x0))eikx =
∫
x
δ(xd − q(x0))eik0x0−ik||x||−ikdxd
= (2pi)d−1δd−1(k||)
∫
x0
ei(k0x0−kdq(x0))
≡ (2pi)d−1δd−1(k||)f˜(k0, kd) . (1.20)
podemos definir una funcio´n que solo depende de k0, kd, f˜(k0, kd) =
∫
x0
ei(k0x0−kdq(x0)).
La integral sobre las coordenadas y correspondera´ a un te´rmino ana´logo, pero con el
signo cambiado en el exponente, por lo que puede pensarse como conjugada a (1.20).
Podemos en este punto imponer la condicio´n sobre la trayectoria del espejo, y es que
su movimiento es oscilatorio y esta´ definido como:
q(x0) =  cos(Ωx0) . (1.21)
De acuerdo a (1.20), q(x0) aparece en la exponencial, con la definicio´n establecida en
(1.21) puede usarse la expansio´n de Jacobi-Anger
eiz cos θ =
+∞∑
n=−∞
inJn(z)e
inθ (1.22)
siendo Jn(z) funciones de Bessel de primera especie con indice n. Podemos reescribir
f˜(k0, k1)
f˜(k0, k1) =
∫
x0
+∞∑
n=−∞
inJn(kd)e
i(k0−nΩ)x0 (1.23)
Al considerar el te´rmino (1.20) y su complejo conjugado, la dependencia sobre k||
aparece en un te´rmino δ(k||)2, que al ser integrado genera un factor (2piL)d−1. L tiene
dimensiones de longitud y Ld−1 puede pensa´rse como el ’a´rea’ de los espejos en d
coordenadas espaciales. Esto implica que la accio´n efectiva es extensiva respecto al
a´rea de los espejos, obtenie´ndose para (1.18)
Γ
(2)
I
Ld−1
=
1
4
∫
k0,kd
1
(2pi)2
Π˜(2)(k)
∣∣∣∣
k||=0
∣∣∣f˜(k0, kd)∣∣∣2 . (1.24)
La definicio´n de f˜(k0, kd) tiene impl´ıcita una integral sobre la coordenada temporal,
que de acuerdo a (1.23) corresponde a 2piδ(k0 − nΩ), la cual, al calcular el mo´dulo
y evaluar la integral sobre k0, producira´ un factor 2piδnn′T , donde T es la dimensio´n
temporal y n′ es el indice asociado en f˜(k0, kd)∗. Por lo tanto la accio´n efectiva es
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proporcional al tiempo. Incluyendo estas consideraciones se tiene que:
Γ
(2)
I
TLd−1
=
1
4
∫
kd
1
2pi
+∞∑
n=−∞
Π˜(2)(k)
∣∣∣∣
k0=nΩ, k||=0
|Jn(kd)|2 . (1.25)
Co´mo ya se menciono´, se busca evaluar bajo que condiciones la accio´n efectiva desarrolla
una parte imaginar´ıa no nula, y de acuerdo al resultado (1.25) esto dependera´ de que
la contribucio´n de Π˜(2)(k) sea imaginaria. Una vez impuesta la condicio´n, el signo de
la parte imaginaria de Γ
(2)
I estara´ determinado por el signo de ImΠ˜
(2)(k) Para evaluar
esta contribucio´n, usaremos para´metros de Feynman, para lo cual reescribimos (1.19)
usando la identidad:
1
A1....An
= Γ(n)
∫ 1
0
dα1...
∫ 1
0
dαn
δ(1− α1 + ...+ αn)
[α1A1 + ...αnAn]
n (1.26)
dando como resultado:
Π˜(2)(k) = i
∫
ω
λ2
(2pi)D
∫ 1
0
dα
1
[ω2 + α(1− α)k2 −m2 + iη]2 . (1.27)
Dado que la dependencia con ω es cuadra´tica, la integral sobre ω puede realizarse
pasando a coordenadas esfe´ricas en D = d+1, lo que corresponde al uso de la siguiente
identidad: ∫
p
1
(2pi)D
1
(p2 −∆)n =
(−1)ni
(4pi)D/2
Γ(n− D
2
)
Γ(n)
∆
D
2
−n (1.28)
donde se ha tenido en cuenta que hemos definido la accio´n en tiempo real. Identificando
(1.28) con los te´rminos correspondientes de (1.27), tendremos que ∆ = −α(1−α)k2 +
m2, n = 2, y se ha suprimido la prescripcio´n de los polos. Por lo tanto, la contribucio´n
del loop estara´ dada por:
Π˜(2)(k) = − λ
2
(4pi)D/2
Γ
(
2− D
2
)∫ 1
0
dα[−α(1− α)k2 +m2]D2 −2 (1.29)
y la evaluacio´n de la parte imaginaria de la accio´n efectiva implicar´ıa que:
Im(γ
(2)
I ) =
1
4
∫
kd
1
2pi
+∞∑
n=−∞
Im[Π˜(2)(k)]
∣∣∣∣
k0=nΩ k||=0
|Jn(kd)|2 , (1.30)
donde hemos definido γ
(2)
I ≡ Γ
(2)
I
TLd−1 que correspondera´ a la accio´n efectiva por unidad
de a´rea por unidad de tiempo. Usando el resultado (1.29) tendremos que:
Im[Π˜(2)(k)] = − λ
2
(4pi)D/2
Γ
(
2− D
2
)
Im
(∫ 1
0
dα[−α(1− α)k2 +m2]D2 −2
)
. (1.31)
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Esto permite establecer que la forma que adquiera la parte imaginaria de la accio´n
efectiva dependera´ de la dimensio´n del espacio tiempo que se quiera considerar, y que
solo aparecea´ cuando se cumplan ciertas condiciones entre la masa del campo, la com-
ponente kd del impulso y el factor nΩ que da cuenta de la excitacio´n externa asociada
al movimiento oscilatorio del espejo. Procederemos a concentrar nuestro ana´lisis al caso
masivo en D = 2, y los casos no masivos en D = 3 y D = 4, ya que las integrales sobre
α pueden evaluarse expl´ıcitamente, usando la definicio´n de la funcio´n Beta:
B(β, σ) =
Γ(β)Γ(σ)
Γ(β + σ)
=
∫ 1
0
dα ασ−1(1− α)β−1 . (1.32)
Con estas consideraciones tendremos:
Caso m 6= 0, D = 2.
D = 2 en (1.29) podemos evaluar la integral sobre α con un sencillo cambio de
variables, obteniendo como resultado:
Π˜(2)(k) = −λ
2
pi
√
1
k2 (4m2 − k2) arctan
√ k2
4m2 − k2
 , (1.33)
contribucio´n que presenta una divergencia infrarroja si m = 0. Dejando a un lado
el objetivo de determinar expl´ıcitamente la forma de la parte imaginaria, que so´lo
estudiaremos para m = 0, podemos determinar que la condicio´n que implica que esta
sea no nula es:
k2 > 4m2 (1.34)
que corresponde a la condicio´n usual para la produccio´n de pares debido a la accio´n
de un campo externo [18]. Con esto tendremos que aparecera´ una condicio´n sobre la
frecuencia de oscilacio´n del espejo comprobando la analog´ıa entre este caso de efecto
Casimir dina´mico y el umbral para la produccio´n de pares generadas por un campo
externo.
Caso m = 0, D = 3.
La evaluacio´n de (1.29) da como resultado:
Π˜(2)(k)
∣∣∣∣
k||=0,k0=nΩ
= −λ2 1
8
[k2d − (nΩ)2]−
1
2 (1.35)
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cuya parte imaginaria sera´ no nula si |nΩ| > |kd|. Esta condicio´n puede implementarse
introduciendo un factor θ(|nΩ| − |kd|) en (1.30), lo cual implica que:
Im(γ
(2)
I ) =
λ2
16pi
+∞∑
n=1
∫ |nΩ|
0
dkd
[Jn(kd)]
2√
(nΩ)2 − k2d
(1.36)
donde hemos usado el hecho que el integrando es par sobre kd y ante el intercambio
de n → −n. Podemos evaluar la integral y la suma en (1.40) de forma nume´rica. La
figura 1.2 muestra el comportamiento de la parte imaginaria (1.40) como una funcio´n
del factor adimensional Ω. Podemos observar que los efectos disipativos van a estar
suprimidos para frecuencias o amplitudes de la oscilacio´n muy bajas.
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Figura 1.2: Im(γ(2)I ) como funcio´n del para´metro adimensional Ω
Caso m = 0, D = 4
Para este caso debemos hacer un ana´lisis un poco ma´s detallado, ya que la integral
de (1.27) sobre ω presenta una divergencia logar´ıtmica en el ultravioleta. Resolvemos
esto planteando regularizacio´n dimensional para la integral y usando substraccio´n mi-
nimal [19]. Definamos D = 4− ε, en ese caso para (1.29) obtenemos:
Π˜(2)(k) = − λ
2
(4pi)(4−ε)/2
Γ
(ε
2
)∫ 1
0
dα[−α(1− α)k2]− ε2 (1.37)
donde hemos omitido la inclusio´n del para´metro de masa que adimensionaliza (1.37), ya
que este para´metro no modifica la estructura anal´ıtica de este te´rmino. Considerando
el l´ımite de ε → 0, podemos aproximar cualquier elemento elevado a una potencia de
ε como aε ≈ 1 + ε log a, y adema´s realizar la expasio´n de las funciones Γ alrededor de
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ε = 0. Haciendo esto puede aproximarse (1.37) obteniendo:
Π˜(2)(k) =− λ
2
(4pi)(4−ε)/2
(
2
ε
+ γE +O(ε)
)(
−ε
2
)
×
[
1 + log(−k2) +
∫ 1
0
log [α(1− α)]
]
(1.38)
donde γE denota a la constante de Euler-Mascheroni. Al tomar el l´ımite ε → 0 y
sustraer la parte divergente, el u´nico te´rmino que desarrolla una parte imaginaria es
el asociado a k2. Realizando un ana´lisis ana´logo al hecho en D = 3 tendremos que la
parte imaginaria (1.38) resulta:
Im
[
Π˜(2)(k)
]
k0=nΩ,k||=0
=
λ2
16pi2
θ(|nΩ| − |kd|)Im[log[−((nΩ)2 − k2d)]] (1.39)
=
1
16pi
θ(|nΩ| − |kd|)
que implica que la parte imaginaria de la accio´n efectiva (1.40) esta´ dada por:
Im(γ
(2)
I ) =
λ2
32pi2
+∞∑
n=1
∫ |nΩ|
0
dkd [Jn(kd)]
2 . (1.40)
Igual que en el caso de dimensio´n 3, podemos evaluar la suma y la integral en (1.40)
nume´ricamente. El comportamiento de la accio´n efectiva respecto al para´metro adimen-
sional Ω se muestra en la figura 1.3 . Podemos calcular el l´ımite para bajas amplitudes.
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Figura 1.3: Im(γ(2)I ) como funcio´n del para´metro adimensional Ω
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Desarrollando en potencias de  para (1.40), tendremos que:
Im(γ
(2)
I ) =
λ22
384pi2
|Ω|3 . (1.41)
resultado que coincide al considerar la funcio´n oscilatoria para la trayector´ıa del espejo
(1.21) y un caso no masivo en los resultados obtenidos en [10].
La eleccio´n de valores de Ω < 1 para analizar el comportamiento de la parte imaginaria
de la accio´n efectiva no es arbitraria. De acuerdo a la funcio´n oscilatoria que hemos
considerado en (1.21), este para´metro adimensional corresponde a la magnitud de la
velocidad ma´xima con que podr´ıa oscilar el espejo, y dado que estamos considerando
el caso no relativista la validez de los resultados se restringe para valores de Ω < 1.
1.1.3. Orden λ3
Para el orden cu´bico tendremos que la expansio´n de (1.9) implica:
Γ
(3)
I = −
1
3!
(〈(SI)3〉 − 3〈SI〉〈S2I 〉+ 2〈SI〉3)
= − 1
3!
〈(SI − 〈SI〉)3〉 ≡ − 1
3!
〈(SI)3〉c . (1.42)
El resultado de aplicar el teorema de Wick en estos casos, implica para el orden cu´bico
Figura 1.4: Desarrollo en diagramas de Feynman del orden 3 en λ. Al evaluar (1.42) solo
sobrevive la contribucio´n del loop triangular
de la accio´n efectiva:
Γ
(3)
I =
1
3!
∫
x,y,z
δ(xd − q(x0)) δ(yd − q(y0)) δ(zd − q(z0))
× 〈ϕ(x)ϕ(y)〉〈ϕ(y)ϕ(z)〉〈ϕ(z)ϕ(x)〉 (1.43)
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donde 〈ϕ(x)ϕ(y)〉 es el propagador del campo libre. El ca´lculo correspondiente es total-
mente ana´logo al hecho en 1.1.2. Presentaremos aca´ el resultado posterior a escribir los
propagadores en espacios de momentos, integrar sobre las componentes k|| y k0 (que
implican la extensividad de Γ en el a´rea de los espejos y el tiempo).
γ
(3)
I =
1
3!
∫
kd1 ,k
d
2
1
(2pi)2
+∞∑
n,n′=−∞
Jn(k
d
1)Jn′(k
d
2)J−n−n′(−(kd1 + kd2))
× Π˜(3)(k1, k2)
∣∣∣∣
k
||
2=k
||
1=0 k
0
1=nΩ,k
0
2=n
′Ω
(1.44)
donde kµi denota la componente µ del impulso i, y se ha definido Π˜
(3)(k1, k2) la
funcio´n de tres puntos en el espacio de momentos dada por:
Π˜(3)(k1, k2) =λ
3
∫
ω
1
(2pi)D
1
ω2 −m2 + iη
1
(ω − k1)2 −m2 + iη
× 1
(ω − (k1 + k2))2 −m2 + iη . (1.45)
A partir del resultado (1.44), evaluar la parte imaginaria de γ
(3)
I se reduce a encontrar
Im
[
Π˜(3)(k1, k2)
]
. Para evaluar esto podr´ıamos proceder de manera ana´loga a lo hecho
en la seccio´n anterior: Resolver la integral sobre ω en (1.45) usando para´metros de
Feynman, y encontrar bajo que condiciones Π˜(3)(k1, k2) desarrolla una parte imaginaria.
Definiendo para´metros α1 y α2 y aplicando (1.26) al caso de (1.45), podemos evaluar
la integral sobre ω usando la identidad (1.28) dando como resultado:
Π˜(3)(k1, k2) = −i λ
3
(4pi)D/2
Γ
(
3− D
2
)∫ 1
0
dα1
∫ 1−α1
0
dα2×
× [(α1k1 + α2(k1 + k1))2 − α1k21 − α2(k1 + k2)2 +m2]D2 −3 . (1.46)
A medida que crece el nu´mero de para´metros sobre los cuales integrar, la tarea de
encontrar la parte imaginaria de la contribucio´n de los loops de manera directa pue-
de resultar bastante desafiante. Si bien no hemos calculado e´sta para el orden cu´bico,
algunos comentarios pueden hacerse para encarar el problema en futuros trabajos., en
los que se podr´ıan explotar las implicaciones de la unitariedad de la teor´ıa que per-
miten relacionar la parte imaginaria de la contribucio´n (1.46) con la discontinuidad
que tendr´ıa esta misma al cruzar un corte, el cual aparecera´ por el hecho de que las
part´ıculas asociadas al loop pasan a estar en capa de masa.
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1.2. Dos espejos mo´viles
Ahora consideraremos el caso de dos espejos mo´viles, separados una distancia pro-
medio a. El sistema estara´ descripto por una accio´n ana´loga a (1.1), donde ahora el
te´rmino de interaccio´n dara´ cuenta de los dos espejos, esto es:
SI = S
L
I + S
R
I (1.47)
donde los super´ındices L,R hacen referencia a cada espejo. Estos te´rminos puden de-
finirse ana´logamente a (1.3)
SL,RI = −
λL,R
2
∫
x
δ(xd − qL,R(x0))ϕ(x)2 (1.48)
donde las funciones que definen la trayectoria de cada espejo son:
qR(x0) = R cos(ΩRx0 + δR) , qL(x0) = a+ L cos(ΩLx0 + δL) , (1.49)
siendo δL,R las fases asociadas a la oscilacio´n de cada espejo.
De acuerdo a los resultados obtenidos para un espejo, el orden lineal en λ contribuira´ a
un te´rmino de renormalizacio´n de la masa de cada espejo. Este orden es independiente
de a y corresponde al caso donde cada espejo puede ser tratado de forma independiente
y no es de intere´s para el ana´lisis que queremos realizar en esta seccio´n. Estudiaremos
entonces el primer orden no trivial que corresponde al orden 2 en λ.
1.2.1. Orden λLλR
Para el ana´lisis del orden cuadra´tico podemos partir del resultado (1.15) para el
desarrollo perturbativo, pero ahora considerando la accio´n de interaccio´n (1.48) obte-
niendo para la accio´n efectiva:
Γ
(2)
I =
i
2
〈(SLI )2〉c + i2〈(SRI )2〉c + i〈SLI SRI 〉c . (1.50)
Los dos primeros te´rminos corresponden al caso de orden dos para un solo espejo, y
pueden ser tratados de acuerdo a lo discutido en la seccio´n anterior. En estos casos
como los argumentos de las funciones oscilatorias aparecen solamente en la funcio´n
f˜(k0, k1), al tomar el mo´dulo de esta se cancelan los te´rminos asociados a las fases y
la separacio´n media, obteniendo para cada espejo el resultado (1.25). Consideremos
entonces a este orden la contribucio´n del u´ltimo te´rmino, por lo que la accio´n efectiva
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estara´ dada por:
Γ
(2)
I = i
λR λL
4
∫
x,y
δ(xd − qR(x0))〈ϕ(x)2ϕ(y)2〉cδ(yd − qL(y0))
= i
λR λL
2
∫
x,y
δ(xd − qR(x0))〈ϕ(x)ϕ(y)〉2δ(yd − qL(y0)) . (1.51)
Podemos proceder de manera ana´loga al caso de un solo espejo, y escribir las funciones
de correlacio´n en te´rminos de las trasnformadas de Fourier de los propagadores del
campo libre obteniendo una expresio´n ana´loga a (1.18),
Γ
(2)
LR =
1
2
∫
k
1
(2pi)D
∫
x,y
δ(xd − qR(x0))δ(yd − qL(y0))Π˜(2)LR(k)eik(x−y) (1.52)
al haber definido el loop de 2 puntos como:
Π˜
(2)
LR(k) = iλLλR
∫
ω
1
(2pi)D
1
k2 −m2 + iη
1
(ω − k)2 −m2 + iη . (1.53)
Cabe mencionar que el procedimiento solo sufre ligeras modificaciones respecto al caso
de un solo espejo, asociadas al hecho que las trayectorias no son las mismas para los dos
espejos, y por lo tanto usando una notacio´n similar a la de la seccio´n (1.1), definimos
funciones f˜L,R(k0, kd), que permitira´n reescribir las δ(xd − qL,R(x0)) como∫
x
δ(xd − qL,R(x0))eikx ≡ (2pi)d−1δd−1(k||)f˜L,R(k0, kd) (1.54)
donde cada funcio´n esta´ dada por:
f˜L,R(k0, kd) =
∫
x0
ei(k0x0−kdqL,R(x0)) (1.55)
que al considerar (1.49), y emplear la identidad de Jacobi-Anger (1.22), la funcio´n
(1.55) para cada espejo tomara´ la forma:
f˜L(k0, kd) = 2pi
+∞∑
n=−∞
inδ(k0 − nΩL)einδL+ikdaJn(kdL) (1.56)
f˜R(k0, kd) = 2pi
+∞∑
n=−∞
inδ(k0 − nΩR)einδRJn(kdR) . (1.57)
Nuevamente, al integrar sobre x|| vemos que la accio´n efectiva es extensiva respecto
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al a´rea de las placas , lo que implica sobre (1.52) que:
Γ
(2)
LR
Ld−1
=
1
2
∫
k0, kd
+∞∑
n, n′=−∞
in−n
′ 1
(2pi)2
Π˜
(2)
LR(k)
∣∣∣∣
k||=0
(2pi)2δ(k0 − nΩL)
×δ(k0 − nΩR)Jn(kdL)Jn′(kdR)einδR−in′δL−ikda (1.58)
La integral sobre k0 genera dos implicaciones interesantes. Como era de esperar, de
acuerdo a la analog´ıa con el caso de un espejo, la accio´n efectiva resulta proporcional
a la extensio´n temporal T . Adema´s, se tiene que nΩR = n
′ΩL; esto quiere decir que la
contribucio´n sera´ no nula solo si las frecuencias con las que oscilan los dos espejos son
conmensurables, esto es.
ΩR
ΩL
=
n′
n
(1.59)
con n, n′ ∈ Z.
Podemos entonces considerar diferentes casos. La consideracio´n ma´s simple corresponde
al caso en el que las frecuencias de los dos espejos son iguales, que de acuerdo a (1.59)
implica que n′ = n. En tal caso, la accio´n efectiva (1.58) toma la forma:
γ
(2)
LR =
1
2
+∞∑
n=−∞
∫
kd
1
2pi
Π˜
(2)
LR(k)
∣∣∣∣
k0=nΩ, k||=0
Jn(kdR)Jn(kdL)e
inδ−ikda . (1.60)
Hemos elegido Ω la frecuencia de oscilacio´n de los espejos, y δ = δR − δL la diferencia
de fases entre las mismas, adema´s de usar la normalizacio´n respecto al volumen y el
tiempo γ
(2)
LR =
Γ
(2)
LR
TLd−1
.
Al considerar la paridad del integrando bajo n y kd podemos encontrar que la u´nica
contribucio´n a la parte imaginaria de (1.60) estara´ dada por:
Im
[
γ
(2)
LR
]
=
1
2
+∞∑
n=−∞
∫
kd
1
2pi
Im
[
Π˜
(2)
LR(k)
]
k0=nΩ, k||=0
Jn(kdL)Jn(kdR)
× cos (nδ) cos (kda) . (1.61)
Igual que en el caso de un solo espejo, la parte imaginaria de la accio´n efectiva esta´ de-
terminada por la parte imaginaria de la contribucio´n del loop de dos puntos. De acuerdo
a las expresiones (1.19) y (1.53), salvo constantes, las contribuciones del loop para el
caso de un espejo y de dos espejos tienen la misma estructura anal´ıtica, por lo tanto
podemos adaptar los resultados de la seccio´n 1.1. La figura 1.5 muestra el comporta-
miento de (1.61) como funcio´n del te´rmino adimensional Ω. Nuevamente se observa
que la aparicio´n de una parte imaginaria en la accio´n efectiva esta´ suprimida para
valores de Ω → 0. Lo mostrado en esta´s gra´ficas parecer´ıa contradecir el hecho que
el signo de la parte imaginaria de la accio´n efectiva a cada orden esta´ un´ıvocamente
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(a) En fase. a = 4
(b) En fase. a = 8
(c) Contrafase. a = 4 (d) Contrafase.
a
 = 8
Figura 1.5: Parte imaginaria de la accio´n efeciva para dos espejos con igual frecuencia y
amplitud en D = 3 dimensiones, para diferentes relaciones entre la amplitud de la oscilacio´n  y
la separacio´n entre los espejos a. En este caso se han excluido los te´rminos de autointeraccio´n de
cada espejo.
determinado por el signo de ImΠ˜
(2)
LR(k). Sin embargo no debemos olvidar que al inicio
de esta seccio´n obviamos los te´rminos de autointeraccio´n de cada uno de los espejos.
La inclusio´n de estos te´rminos dentro del ana´lisis compensan las variaciones de signo,
y la parte imaginara de la accio´n efectiva queda con el signo determinado tal y como se
muestra en la figura 1.6. Esto implica que para los reg´ımenes de frecuencia considerados
los te´rminos de autointeraccio´n de los espejos son dominantes.
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(a) En fase. a = 4 (b) Fase.
a
 = 8
(c) Contrafase. a = 4 (d) En fase.
a
 = 8
Figura 1.6: Parte imaginaria de la accio´n efeciva para dos espejos con igual frecuencia y
amplitud en D = 3 dimensiones, para diferentes relaciones entre la separacio´n a y la amplitud
 de la oscilacio´n. Al incluir los te´rminos de autointeraccio´n de los espejos el signo de la accio´n
efectiva esta´ un´ıvocamente determinado.

Cap´ıtulo 2
Movimiento lateral de las placas:
Friccio´n de Casimir
De acuerdo a lo mencionado en la introduccio´n, cuando las condiciones de borde
impuestas sobre el campo corresponden a dos cuerpos que se mueven transversalmente
uno respecto al otro, las excitaciones de sus grados de libertad internos debido a las
fluctuaciones de vac´ıo produce la aparicio´n de efectos disipativos en el sistema. Esto
puede explicarse como una analog´ıa al intercambio de fotones virtuales entre los dos
cuerpos, que ser´ıan los responsables de producir la excitacio´n. En este cap´ıtulo estudia-
remos el caso en el que dichos cuerpos corresponden a dos espejos paralelos de espesor
cero .
Inicialmente, usaremos resultados del cap´ıtulo 1 para estudiar el movimiento relativo
de dos placas de espesor cero con irregularidades perio´dicas en su geometr´ıa. El mo-
vimiento de las placas puede pensarse entonces como la propagacio´n de una onda, y
estableceremos bajo que condiciones la accio´n efectiva adquiere una parte imaginaria,
desarrollando esta al primer orden no trivial en las constantes de acople λ.
Finalmente simplificaremos la restriccio´n geome´trica, y consideraremos espejos planos,
que se mueven con una velocidad relativa v. para este caso, estableceremos un mode-
lo microsco´pico especifico para los espejos suponiendo que se tratan de un conjunto
de osciladores armo´nicos descacoplados. Lo que encontraremos en este caso es que las
hasta ahora llamadas constantes de acople dejan de serlo, y pasan a ser funciones de
respuesta con dependencia en los momentos, aspecto central en la posibilidad que se
desarrolle friccio´n entre los espejos. El objetivo final es encontrar una expresio´n no
perturbativa para la accio´n efectiva en te´rminos de estas funciones de respuesta. Para
dicho ca´lculo se aprovechara´ el hecho que el problema puede reducirse a una dimen-
sio´n, y la evaluacio´n exacta del determinante asociado a la integral funcional puede
llevarse a cabo (es decir sin recurrir a un desarrollo perturbativo) usando el teorema
de Gelfand-Yaglom (Ver apendice A).
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En ambos casos nos restringiremos a considerar un espacio-tiempo en D = 4 dimen-
siones.
2.1. Espejos con defectos geome´tricos
Las consideraciones del cap´ıtulo 1 para calcular el desarrollo perturbativo en los
acoples entre los grados de libertad internos de los espejos y el campo ϕ para oscilaciones
gene´ricas de las trayectorias de dichos espejos, puede extenderse al caso de espejos con
algunos defectos geome´tricos, por ejemplo rugosidades. Consideremos el caso entonces
de dos espejos separados una distancia promedio a, con defectos geome´tricos continuos
tal y como se esquematiza en la figura 2.1.
Dado que ambos espejos esta´n en movimiento, cada una de las superficies puede
Espejo Izquierdo
Espejo DerechovR
vL
ax1
x3
Figura 2.1: Esquema para dos espejos con defectos geome´tricos continuos
pensarse como una onda caracterizada por una frecuencia Ωi y nu´mero de onda κi que
se propaga en la direccio´n x1 con velocidad de fase dada por:
vL,R =
ΩL,R
κL,R
. (2.1)
Por lo tanto, podemos modelar la trayectoria de la superficie a trave´s de funciones
oscilatorias ana´logas a (1.21) con la diferencia que en este caso la amplitud esta´ asociada
al defecto geome´trico o rugosidad, y no a la amplitud del movimiento del espejo. Es
decir, que cada superficie puede definirse como:
qR(x0, x1) = AR cos (ΩRx0 + κRx1 + δR) (2.2)
qL(x0, x1) = a+ AL cos (ΩLx0 + κLx1 + δL) . (2.3)
donde se ha impuesto la condicio´n de uniformidad a lo largo de la coordenada x2.
De aqu´ı en adelante el procedimiento es totalmente equivalente al seguido en la seccio´n
1.2.1, y la accio´n efectiva a orden λLλR estara´ dada por una expresio´n similar a (1.51):
Γ
(2)
LR =
1
2
∫
x,y
∫
k
1
(2pi)4
δ(xd − qR(x0, x1))Π˜(2)LR(k)δ(yd − qL(y0, y1))eik(x−y)) , (2.4)
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donde hemos escrito directamente la funcio´n de dos puntos en te´rminos de su transfor-
mada de Fourier (1.53).
Es claro que el integrando en (2.4) so´lo depende de las coordenadas x2, y2 por medio de
una exponencial, por lo tanto, la integral sobre estas puede realizarse trivialmente. De-
finiendo un conjunto de funciones ana´logas a (1.55), podemos reescribir los productos
de δ y exponenciales en (2.4) como:∫
x
δ(xd − qL,R(x0, x1))eikx ≡ (2pi)δ(k2)f˜L,R(k0, k1, kd) (2.5)
donde ahora las funciones f˜ se modifican por efectos del movimiento de los espejos a
lo largo de la direccio´n x1, tomando la forma:
f˜L(k0, k1, kd) =
∫
x0,x1
ei(k0x0−kdqL(x0,x1)) = (2pi)2
+∞∑
n=−∞
inδ(k0 − nΩL)δ(k1 + nκL)
×einδL+ikdaJn(kdAL) (2.6)
f˜R(k0, k1, kd) =
∫
x0,x1
ei(k0x0−kdqL(x0,x1)) = (2pi)2
+∞∑
n=−∞
inδ(k0 − nΩR)δ(k1 + nκR)
×einδRJn(kdAR) . (2.7)
resultado al que se llega usando la identidad (1.22), e integrando sobre x0 y x1. Con
estas definiciones (2.5) implica que la accio´n efectiva (2.4) este´ dada por:
Γ
(2)
LR
L
=
1
2
∫
k0,k1,kd
+∞∑
n,n′=−∞
in−n
′ 1
(2pi)3
Π˜
(2)
LR(k)
∣∣∣∣
k2=0
(2pi)4δ(k0 − n′ΩL)δ(k1 + n′κL)
×δ(k0 − nΩR)δ(k1 + nκR)Jn(kdAR)Jn′(kdAL)einδR−in′δL−ikda . (2.8)
Al integrar sobre k1 y k0 aparece un factor TL, que completar´ıa la extensividad de la
accio´n efectiva respecto al a´rea de los espejos y el tiempo. En este caso aparece una
condicio´n adicional a la de frecuencias conmensurables encontrada en la seccio´n 1.2.1
para que la contribucio´n a este orden sea no nula, y es que los nu´meros de onda de las
dos placas tambie´n deben serlo, es decir:
ΩR
ΩL
=
κR
κL
=
n′
n
(2.9)
que de acuerdo a (2.1) significa que solo habra´ una contribucio´n a este orden si las
magnitudes de las velocidades de los dos espejos son iguales. El caso ma´s simple a
considerar de nuevo corresponde al caso en que las frecuencias para los dos espejos son
las mismas, en cuyo caso n = n′, por lo tanto la accio´n efectiva normalizada por unidad
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de a´rea y unidad de tiempo estara´ dada por:
γ
(2)
LR =
1
2
∫
kd
1
2pi
+∞∑
n=−∞
Π˜
(2)
LR(k)
∣∣∣∣
k2=0, k0=nΩ, k1=−nκ
Jn(kdAR)Jn(kdAL)e
inδ−ikda . (2.10)
De acuerdo a (1.53), Π˜
(2)
LR(k) con la evaluacio´n especificada en (2.10) va a ser una
funcio´n par en n y en kd, usando las propiedades de las funciones de Bessel, tendremos
que al evaluar la parte imaginaria de (2.10) estara´ dada por una expresio´n ana´loga a
(1.61), que toma la siguiente forma:
Im[γ
(2)
LR] =
1
2
∫
kd
1
2pi
+∞∑
n=−∞
Im
[
Π˜
(2)
LR(k)
]
k2=0, k0=nΩ, k1=−nκ
Jn(kdAR)Jn(kdAL)×
× cos(nδ) cos(kda) . (2.11)
De acuerdo a esto, la parte imaginaria estara´ condicionada por la frecuencia y el nu´mero
de onda, y sera´ no nula para cualquier diferencia de fases y amplitud.
Dado que estamos considerando el caso en espacio-tiempo de D=4 dimensiones, la
evaluacio´n de Π˜
(2)
LR(k) debe incluir la regularizacio´n y sustraccio´n realizadas en la seccio´n
(1.1.2). Adaptando el resultado (1.40) al caso de (2.11) tendremos que:
Im[γ
(2)
LR] =
λRλL
16pi2
+∞∑
n=1
∫ |nκ|√v2−1
0
dkd Jn(kdAR)Jn(kdAL) cos(nδ) cos(kda) (2.12)
donde hemos usado la definicio´n de la velocidad de fase (2.1). Este resultado sugiere
que para que se desarrolle una parte imaginaria en este caso de iguales frecuencias
para los espejos, la velocidad de fase v > 1, lo cual puede interpretarse como velocidad
superlumı´nica. Si el sistema esta´ inmerso en un medio donde la velocidad de propaga-
cio´n de la luz es v < c, este resultado no resultara´ contradictorio. Este hecho coincide
con lo estudiado en [12], en el que se considero´ el caso de dos semiespacios en movi-
miento relativo y se encontro´ que aparecera´ friccio´n cuando la velocidad relativa entre
los espejos supera la velocidad de propagacio´n de la luz en el material, lo cua´ puede
entenderse como un ana´logo cua´ntico de la radiacio´n de Cherenkov cla´sica.
Un ana´lisis ma´s consistente de esto puede hacerse siguiendo la secuencia lo´gica que se
adopatara´ en la seccio´n 2.2, en la que se considera una transformacio´n de coordenadas
entre los dos espejos y considerar un sistema de referencia de una placa en reposo y la
otra en movimiento con una velocidad v, pero la condicio´n sobre la velocidad va a ser
la misma que la que hemos establecido en esta seccio´n: solo aparecera una parte ima-
ginaria en la accio´n efectiva si esta velocidad es superior a la velocidad de propagacio´n
de la luz en el material.
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2.2. Espejos planos
Consideremos ahora que los espejos son totalmente planos y no existe ningu´n defecto
en su superficie. Para simplificar algunos ca´lculos, en adelante utilizaremos la conven-
cio´n de tiempo imaginario cambiando x0 → ix0, y solo revertiremos esta condicio´n
cuando sea necesario estudiar la estructura anal´ıtica de algunos resultados. Adema´s
restringiremos nuestro ana´lisis al caso de un capo escalar no masivo.
2.2.1. Modelo microsco´pico
El sistema que se busca estudiar corresponde a dos espejos paralelos, separados una
distancia a, como los que se muestran en la figura 2.2. El contenido de campos de la
ϕ
Espejo Izquierdo
ψ Espejo Derechov
ax1
x3
Figura 2.2: Esquema del modelo analizado
teor´ıa corresponde a un campo escalar que modela los grados de libertad internos de
los espejos (ψ), y un campo escalar de fondo (ϕ), cuyas fluctuaciones de vac´ıo sera´n
consideradas. A partir de eso, se puede construir una accio´n que describa el sistema de
la forma:
S[ϕ, ψ] = S(0)v [ϕ] + S
(0)
m [ψ] + S
(I)
vm[ϕ, ψ] (2.13)
donde S
(0)
v [ϕ] corresponde a la accio´n libre del campo escalar ϕ, mientras S
(0)
m [ψ],
S
(I)
vm[ϕ, ψ] corresponden a la accio´n libre de los campos de materia asociados a los
espejos y un te´rmino de interaccio´n entre los campos ψ y ϕ respectivamente.
Dado que los campos ψ estar´ıan “confinados”, tienen soporte solamente en la regio´n en
la que esta´n presente las condiciones de borde. El modelo microsco´pico considerado en
[20] , sugiere que los grados de libertad microsco´picos sean tratados como un conjunto
de osciladores armo´nicos desacoplados, y que la interaccio´n sea lineal en ambos campos.
Con estas consideraciones, los te´rminos en la accio´n (2.13) quedan determinados como:
S(0)v [ϕ] =
1
2
∫
d4x
[
(∂µϕ(x))
2
]
(2.14)
S(0)m [ψ] =
1
2
∫
d4x χL,R(x3)
[
ψ˙(x||)2 + Ω2L,Rψ(x||)
2
]
(2.15)
S(I)vm[ϕ, ψ] = igL,R
∫
d4x ψ(x||) χL,R(x3) ϕ(x). (2.16)
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donde gL,R y ΩL,R son constante positivas que pueden pensarse como el acople entre los
grados de libertad de los espejos y el campo ϕ y la frecuencia natural de cada uno de los
osciladores respectivamente. En estas definiciones los sub´ındices L, R hacen referencia
a cada condicio´n de borde (L para el espejo izquierdo, R para el espejo derecho), y
x|| ≡ (x0, x1, x2). La distribucio´n χ(x3) dara´ cuenta de la configuracio´n de los espejos,
por ejemplo correspondera´ a una δ(x3) para espejos de espesor cero o a funciones de
Heaviside en el caso de semiespacios.
Podemos entonces definir la accio´n efectiva a partir de la integral funcional :
Z = e−Γ =
∫
Dϕ Dψ e−S
(0)
v [ϕ]−S(0)m [ψ]−S(I)vm[ϕ,ψ]. (2.17)
Estudiaremos entonces la integracio´n sucesiva sobre los campos a modo de evaluar
(2.17) .
2.2.2. Integracio´n de los grados de libertad de los espejos
En esta´ seccio´n se describe la integracio´n de los campos de materia asociados a
los espejos. La importancia de esto principalmente es que permite reducir el nu´mero
de grados de libertad de la teor´ıa (al final de este paso, depender´ıa solamente de los
campos ϕ), redefiniendo la accio´n (2.13), a una accio´n modificada que contendra´ un
te´rmino de interaccio´n cuadra´tico en ϕ.
Supongamos por simplicidad el caso de un u´nico espejo1, y la extensio´n a dos espejos
sera´ inmediata imponiendo la condicio´n de movimiento relativo entre ellos. Esta integral
funcional sobre ψ implica para (2.17):∫
Dψ e−S
(0)
m [ψ]−S(I)vm[ϕ,ψ] = e−SI [ϕ] (2.18)
donde ahora la interaccio´n entre los espejos y el campo escalar de fondo dependera´ so-
lamente de ϕ. A partir de las definiciones (2.15) y (2.16), la integral funcional (2.18)
puede llevarse a una forma cuadra´tica en ψ, al expandir alrededor de la solucio´n de la
ecuacio´n de movimiento para ψ. Es decir redefinimos:
ψ′(x) = ψ(x)− gϕ(x)
∫
y
K(x, y) (2.19)
por lo tanto la suma de los te´rminos (2.15) y (2.16) en te´rminos de esta redefinicio´n
estara´ dada por:
S(0)m [ψ
′] + S(I)vm[ϕ, ψ
′] =
1
2
∫
x,x′
[ψ′(x)D(x, x′)ψ′(x′) + g2ϕ(x)K(x, x′)ϕ(x′)] . (2.20)
1Por lo tanto omitiremos en esta seccio´n los subindices que hacen referencia a cada espejo
2.2 Espejos planos 31
La redefinicio´n (2.19), tiene asociado un jacobiano igual a 1, por lo tanto la medida de
integracio´n en la integral funcional no cambia. En cuyo caso la integral puede evaluarse
de forma exacta en funcio´n del determinante del operador que define la forma cuadra´tica
[19]: ∫
Dψ′ e−S
(0)
m [ψ
′]−S(I)vm[ϕ,ψ′] = det(D)−
1
2 e
∫
x,x′ ϕ(x)K(x,x′) χ(x3) ϕ(x′) (2.21)
donde el kernel
g2K(x, x′) =
∫
k
1
(2pi)4
g2
k20 + Ω
2
eik(x−x
′) (2.22)
corresponde a la funcio´n de Green del operador. D(x, x′) = δ4(x − x′)[−∂2x0 + Ω2]. El
factor del determinante del operadorD podra´ ser factorizado cuando se este´n realizando
los ca´lculos asociados a la energ´ıa de vac´ıo y por lo tanto puede obviarse. En cuyo caso
comparando (2.18) y (2.21) podemos definir:
SI [ϕ] =
g2
2
∫
x,x′
ϕ(x)K(x, x′) χ(x3) ϕ(x′) . (2.23)
Este te´rmino de interaccio´n puede ser reescrito definiendo una funcio´n que da informa-
cio´n sobre la respuesta de los grados de libertad de los espejos:
SI [ϕ] =
1
2
∫
x,x′
ϕ(x) δ(x3 − x′3)χ(x3) λ(x|| − x′||) ϕ(x′) (2.24)
donde la funcio´n de respuesta estara´ determinada por:
λ(x|| − x′||) =
∫
k0
1
(2pi)3
g2
k20 + Ω
2
eik||(x||−x
′
||) (2.25)
para k|| definido de manera ana´loga a x||. E´sta expresio´n sugiere que al revertir la
rotacio´n de Wick, pueden aparecer no analiticidades generadas por polos cuando k0 =
Ω, a las cuales se asocia el hecho, como se vera´ ma´s adelante, de que aparezca una
parte imaginar´ıa en la accio´n efectiva lo cua´l es una sen˜al de la excitacio´n de los grados
de libertad microsco´picos de los espejos.
2.2.3. Extensio´n al caso de dos espejos
Consideremos ahora que los dos espejos esta´n descriptos a tra´ves de la accio´n (2.15),
y sean ψL y ψR los campos que describen los grados de libertad internos de los espejos
izquierdo y derecho respectivamente. Estos campos en principio son independientes,
por lo tanto un procedimiento ana´logo al del caso de un espejo puede llevarse a cabo.
En cuyo caso, despue´s de la integracio´n de los campos ψR y ψL el te´rmino de interaccio´n
tomara´ la forma:
SI [ϕ] = S
(L)
I [ϕ] + S
(R)
I [ϕ] (2.26)
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donde de nuevo los superindices L y R hacen referencia a cada espejo. De acuerdo
a (2.24), cada espejo estara´ caracterizado por su funcio´n de respuesta λ(x|| − x′||) y
tendra´ una distribucio´n χ(x3) espec´ıfica de acuerdo a su configuracio´n. Esto es simple-
mente que:
S
(L,R)
I [ϕ] =
1
2
∫
x,x′
ϕ(x) VL,R(x, x
′) ϕ(x′) (2.27)
donde cada potencial estara´ definido a partir de (2.24) como:
VL,R(x, x
′) = δL,R(x3 − x′3)χL,R(x3) λL,R(x|| − x′||) (2.28)
y λL,R(x|| − x′||) estara´ descripto de acuerdo a los valores de g y Ω para cada espejo.
Consideremos entonces que los dos espejos esta´n en movimiento relativo. Para escribir
expl´ıcitamente las funciones de respuesta λ(x|| − x′||) conviene realizar una discusio´n
previa. Dado que los espejos esta´n en movimiento relativo, tanto los campos como
las cantidades que intervienen en los te´rminos de interaccio´n estara´n descriptas por
sistemas de coordenadas diferentes para cada uno de los espejos, pero relacionadas a
trave´s de una transformacio´n de Galileo dado el re´gimen de velocidad presente en el
problema.
Definamos x como las coordenadas asociadas a la placa de la derecha, e y las coordena-
das asociadas a la placa de la izquierda. De acuerdo al esquema mostrado en la figura
2.1, la transformacio´n de coordenadas para este caso estara´ dada por:
x2 = y2
x3 = y3
x0 = y0
x1 = y1 − vy0 . (2.29)
Es claro que el campo escalar resulta invariante ante este conjunto de transformaciones,
y adema´s los resultados obtenidos hasta el momento permiten establecer que la u´nica
diferencia entre el potencial asociado a cada placa estara´ en la funcio´n de respuesta
λ ya que es el u´nico te´rmino que depende de la coordenada a lo largo de la cual se
produce el movimiento relativo. A partir de (2.25) podemos encontrar la transformada
de Fourier para las funciones de respuesta de cada uno de los espejos:
λ˜R(k||) =
g2R
k20 + Ω
2
R
, (2.30)
para la placa derecha, mientras que para la placa izquierda:
λ˜L(k||) =
g2L
(k0 + vk1)2 + Ω2L
, (2.31)
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donde en este u´ltimo paso se han implementado el conjunto de transformaciones (2.29)
en la expresio´n (2.25), y se ha redefinido k0 → k0 + vk1. Claramente estas expresiones
muestran que dichas transformadas no dependen de todas las componentes en el es-
pacio de momentos, y lo ma´s importante que son independientes de la componente de
momento k3 asociada a la direccio´n perpendicular a los dos espejos. Con esto, la accio´n
que depende solamente del campo ϕ:
S[ϕ] = S(0)v [ϕ] + SI [ϕ] . (2.32)
Adema´s de eso, al ser esta nueva interaccio´n cuadra´tica en los campos, y dado que la
parte asociada a la accio´n libre tambie´n lo es, hemos encontrado una forma cuadra´tica
que en principio permite que la integral funcional sobre los campos ϕ pueda realizarse.
Sin embargo, la evaluacio´n del determinante no siempre es posible, ya que no necesaria-
mente conocer el conjunto de autovalores del operador que genera la forma cuadra´tica
es una tarea realizable. Para este efecto, se lleva a cabo un paso adicional, que se abor-
dara´ en la siguiente seccio´n. Reescribiendo los campos en te´rminos de la transformada
de Fourier asociada a las componentes x||:
ϕ(x) =
∫
k||
1
(2pi)3
ϕ˜(k||, x3) (2.33)
la accio´n (2.32) tomara´ la forma
S[ϕ] =
1
2
∫
k||,x3
ϕ˜(k||, x3)[− ∂2x3 + k2|| + χR(x3 − a) λ˜R(k0)+
+ χL(x3) λ˜L(k0 + vk1)]ϕ˜(−k||, x3) (2.34)
donde hemos hecho una redefinicio´n sobre las transformadas de las funciones de res-
puesta, haciendo expl´ıcito que no dependen de todas las componentes de k|| de acuerdo
a lo obtenido en (2.30) y (2.31).
Este resultado muestra que el operador que establece la forma cuadra´tica sobre ϕ,
puede reducirse a un operador unidimensional, y por lo tanto la evaluacio´n de su de-
terminante hacerse de manera exacta como lo describimos en el ape´ndice A.
2.3. Accio´n efectiva para espejos planos
2.3.1. Evaluacio´n Exacta
Como vimos en la seccio´n anterior, podemos imponer condiciones espec´ıficas en la
configuracio´n del modelo a trave´s de las distribuciones χL,R(x3). Consideremos entonces
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que las dos superficies corresponden a espejos de espesor cero, separados una distancia
a. en cuyo caso, para los dos espejos χR(x3) = χL(x3) = δ(x3). Una representacio´n del
potencial asociado a dos espejos de este tipo se muestra en la figura 2.3.
V
x3
−L
2
−a
2
a
2
L
2
Figura 2.3: Distribucio´n del potencial para dos espejos de espesor 0.
Por simplicidad, supondremos que los espejos esta´n ubicados sime´tricamente respecto a
un origen de coordenadas. Adema´s, consideraremos que el sistema de espejos esta´ den-
tro de una caja de volumen L2||L siendo L|| la dimensio´n en las direcciones x1, x2, y
L la dimensio´n correspondiente a la direccio´n x3. El objetivo de esto es restringir el
ca´lculo de la energ´ıa de vac´ıo por unidad de a´rea en esta caja, imponer condiciones de
Dirichlet sobre cada una de las caras de esta caja, y en el paso final tomar el limite de
L, L|| yendo a infinito para hacer el resultado independiente del volumen.
Dado que nuestro intere´s esta´ en evaluar la respuesta de los dos espejos debido a su
interaccio´n, construimos la accio´n efectiva a partir del resultado (2.32), obtenido al
integrar los grados de libertad internos de los espejos:
ΓI = − log
( Z
Z0
)
(2.35)
donde Z yZ0 esta´n determinadas de acuerdo a (2.17) como:
Z =
∫
Dϕ e−S(0)v [ϕ]−SI [ϕ] ; Z0 =
∫
Dϕ e−S(0)v [ϕ] ≡ Z
∣∣∣∣
SI [ϕ]=0
. (2.36)
Como lo mencionamos en la seccio´n anterior, la importancia de haber integrado los
campos de materia asociados a los grados de libertad internos de los espejos radica
en que la nueva accio´n de interaccio´n es cuadra´tica en el campo escalar ϕ, que per-
mite escribir la accio´n total del sistema como la forma cuadra´tica (2.34). Adema´s, la
transformacio´n en espacio de momentos sobre las componentes k|| permitio´ reducir el
operador que define la forma cuadra´tica a un operador unidimensional. Definamos es-
te como T˜k||(x3, x′3), que para la configuracio´n del potencial mostrado en la figura 2.3
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estara´ dado por:
T˜k||(x3, x′3) = δ(x3 − x′3)[−∂2x3 +m2 + k2|| + δ
(
x3 − a
2
)
λ˜R(k0)+
+ δ
(
x3 +
a
2
)
λ˜L(k0 + vk1)] (2.37)
a partir del cual podemos calcular las integrales funcionales (2.38) como una funcio´n
de su determinante. Usando resultados de integrales funcionales gaussianas (como los
mostrados en [19]), tendremos que :
Z(k||) =
(
det T˜k||
)− 1
2
; Z0(k||) =
(
det T˜k||
∣∣∣∣
λ˜R, λ˜L=0
)− 1
2
≡ det
(
T˜0 k||
)− 1
2
,(2.38)
donde hemos establecido que el te´rmino de interaccio´n sera´ cero si las funciones de
respuesta λ˜R,L = 0. Con estas consideraciones, la accio´n efectiva se calcula a partir de
los determinantes (2.38). Teniendo en cuenta la definicio´n (2.37), el operador es una
funcio´n de las componentes del momento k||. Por lo mencionado en el inicio de esta
seccio´n, nos interesa ver el l´ımite de L|| →∞, por lo que en este l´ımite las componentes
k|| toman valores continuos y no acotados de acuerdo a las condiciones de borde que
se busca imponer. Por lo tanto para obtener la accio´n efectiva para todo valor de k|| es
necesario integrar sobre estas componentes. Es decir que la accio´n efectiva tomara´ la
forma:
ΓI =
Σ T
2
∫
k||
1
(2pi)3
log
(
det T˜k||
det T˜0 k||
)
(2.39)
donde hemos introducido el factor ΣT que da cuenta de la extensividad de la accio´n
efectiva respecto al a´rea de las placas Σ ≡ L2|| y respecto al intervalo temporal T . Como
hemos mencionado, el ca´lculo de estos determinantes puede hacerse de manera expl´ıcita
si se conoce el espectro del operador asociado. Sin embargo, resolver el problema de
autovalores puede no ser posible, dadas las caracter´ısticas de los te´rminos de interaccio´n
que estamos considerando. Por lo tanto el enfoque que vamos a asumir para evaluar
(2.39) va a ser diferente, y se describe en el apendice A. Consideremos que u(x3) y
u0(x3) son soluciones de las ecuaciones homogeneas:
T˜k||u(x3) = 0 ; T˜0k||u0(x3) = 0 (2.40)
con condiciones de borde de Dirichlet identicas para u(x3) y u0(x3):
u
(
−L
2
)
= 0 ; u′
(
−L
2
)
= 1 . (2.41)
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donde u′(x3) ≡ dudx3 . Aplicando el teorema de Gel’fand-Yaglom [21] al caso del intervalo
finito
[−L
2
, L
2
]
, podemos calcular la relacio´n entre los determinantes en (2.39) como:
det T˜k||
det T˜0 k||
=
u
(
L
2
)
u0
(
L
2
) . (2.42)
Por lo tanto, la accio´n efectiva, normalizada respecto al a´rea de las placas y el intervalo
de tiempo, estara´ dada por:
Γ
Σ T
≡ γ = 1
2
∫
k||
1
(2pi)3
log
[
u
(
L
2
)
u0
(
L
2
)] . (2.43)
La accio´n efectiva (2.43) contiene informacio´n de todo el sistema, incluso te´rminos
relacionados con la auto interaccio´n de cada espejo. Dado que estamos interesados en
evaluar la respuesta del sistema de los dos espejos debido a su movimiento relativo,
vamos a omitir estos te´rminos de autointeraccio´n. Una forma de hacer esto, es en
lugar de calcular (2.43), calcular su derivada respecto a, ya que este ser´ıa el u´nico
para´metro que relaciona los dos espejos. De acuerdo a la definicio´n (2.37), la u´nica
dependencia respecto a esta´ incluida en el te´rmino de interaccio´n por lo tanto, u0(x3)
es independiente de a y puede ser omitido de todo el ana´lisis. Por lo tanto, con estas
consideraciones, al derivar (2.43) respecto de a tendremos:
∂ γ
∂a
=
1
2
∫
k||
1
(2pi)3
∂
∂a
log
[
u
(
L
2
)]
. (2.44)
De acuerdo a esto, ahora el problema se ha reducido a determinar la solucio´n u(x3),
evaluada en el punto x3 =
L
2
. Dado que conocemos por la condicio´n de borde la so-
lucio´n en x3 = −L2 , podemos plantear una base de soluciones para escribir u(x3) y
su derivada u′(x3), y usando las condiciones de continuidad de la solucio´n u(x3) en el
intervalo
[−L
2
, L
2
]
, podemos evaluar u
(
L
2
)
. Los detalles del ca´lculo para el caso de
potenciales tipo δ(x3) se muestra en la seccio´n A.1. El resultado despue´s de seguir los
pasos mencionados, y tomar el l´ımite de L→∞ es:
γ =
1
2
∫
ke||
1
(2pi)3
log
1− λ˜L(k0 + vk1)λ˜R(k0)(
2|k|||e + λ˜R(k0)
)(
2|k|||e + λ˜L(k0 + vK1)
)e−2a|k|||e
 ,
(2.45)
donde se deja expl´ıcito que estamos considerando la formulacio´n en tiempo imaginario
y por lo tanto |k|||e =
√
k20 + k
2
1 + k
2
2. Un aspecto que cabe notar de esta expresio´n,
es que los te´rminos de autointeraccio´n de los espejos fueron suprimidos, ya que no
hay dependencia expl´ıcita de factores que involucren solo a una de las funciones de
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respuesta λ˜L,R.
Claramente este es un resultado no perturbativo, que se cumple a todo orden en las
funciones de respuesta, el cual muestra que la accio´n efectiva es una funcio´n de la
velocidad relativa entra las placas. Una consecuencia de esto es que la fuerza de Casimir
esta´tica depende de la velocidad. Si derivamos respecto al para´metro de separacio´n
tendremos:
F(a, v) ≡ −∂ γ
∂a
= −1
2
∫
ke||
2e−2a|k|||eλR(k0)λL(k0 + vk1)(
2|k|||e + λR(k0)
)(
1− e
−2a|k|||eλR(k0)λL(k0+vk1)
(2|k|||e+λR(k0))
2
) (2.46)
donde claramente esta dependencia es incluida debido al modelo microsco´pico elegido
para los grados de libertad de los espejos.
Podemos tambie´n revertir la rotacio´n de Wick y volver a la formulacio´n en tiempo real.
Para esto hacemos el cambio p0 → ip0 lo cual genera que las funciones de respuesta
(2.30) y (2.31) tomen la siguiente forma:
λ˜R(k0) =
g2R
k20 − Ω2R + iη
, λ˜L(k0 − vk1) = g
2
L
(k0 − vk1)2 − Ω2L + iη
(2.47)
y que la accio´n efectiva (2.45) este´ dada por:
γ =
i
2
∫
ke||
1
(2pi)3
log
1− λ˜L(k0 − vk1)λ˜R(k0)(
2i|k|||+ λ˜R(k0)
)(
2i|k|||+ λ˜L(k0 − vK1)
)ei2a|k|||
 ,
(2.48)
donde |k||| =
√
k20 − k21 − k22. Con las consideraciones de espejos semitransparentes,
podemos ahora evaluar orden a orden en el desarrollo perturbativo. Nos restringiremos
al orden ma´s bajo no trivial, para hacer algunos comentarios sobre el comportamiento
anal´ıtico a este orden.
2.3.2. Evaluacio´n perturbativa al orden ma´s bajo no trivial
Veamos ahora que condicio´n debe verificarse para que la accio´n efectiva (2.48)
desarrolle una parte imaginaria al orden ma´s bajo no trivial, el cual estara´ dado a
partir del desarrollo perturbativo en las funciones de respuesta como:
γ
(2)
I =
i
64pi3
∫
k||
λ˜L(k0 − vk1)λ˜R(k0)
k20 − k||2 + iη
ei2a
√
k20−k||2+iη . (2.49)
Hemos usado la k|| = (k1, k2) como notacio´n las componentes de los impulsos paralelas
a las superficies de los espejos, y se asumio´ la prescipcio´n de polos de Feynman. Los
factores iη se han incluido en el exponente para fines comparativos con resultados de
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trabajos anteriores.
Salvo constantes, (2.49) coincide con el orden ma´s bajo no trivial estudiado en [22],
a partir de un desarrollo perturbativo de la accio´n efectiva (2.17). Por lo tanto el
resultado del trabajo citado y el obtenido a partir de (2.48) tienen la misma estructura
anal´ıtica y realizaremos un ana´lisis similar al hecho en esta referencia para argumentar
porque es condicio´n necesaria que haya una dependencia no trivial de las funciones de
respuesta respecto a los impulsos para que la parte imaginaria de la accio´n efectiva sea
no nula.
Supongamos entonces que las funciones de respuesta fuesen constantes, es decir
λL,R(k0) = ω
2
k. En este caso de acuerdo a (2.49), el integrando es una funcio´n par
respecto a k0 y la accio´n efectiva estara´ determinada por:
γ
(2)
I =
i
32pi3
∫
k||
∫ +∞
0
dk0
ω4k
k20 − k||2 + iη
ei2a
√
k20−k||2+iη
≡ i
32pi3
∫
k||
∫ +∞
0
dk0f(k0) (2.50)
donde hemos definido la funcio´n f(k0) =
ω4k
k20 − k||2 + iη
ei2a
√
k20−k||2+iη. A partir del
factor 1
k20−k||2+iη
, podemos determinar que los polos de esta funcio´n esta´n ubicados
en2:
k0 = ±
√
k|| − iη ≈ ±
(
|k||| − i η
2|k|||
)
. (2.51)
Adema´s de esto, dado que el argumento de la exponencial aparece una raiz, esto genera
que aparezcan cortes en la funcio´n si k0 = Re[k0] ± iη, para |Re[k0]| > |k|||. Estas
condiciones se muestran en la figura 2.4.
Imk0
Rek0
−|k||| |k|||
− η|k|||
η
|k|||
Figura 2.4: Polos y ramas de corte (lineas punteadas) de la funcio´n f(k0))
2Haremos expl´ıcito que η es para´metro para la prescripcio´n de polos y por lo tanto η << 1
2.3 Accio´n efectiva para espejos planos 39
Podemos elegir el contorno mostrado para calcular la integral sobre k0, donde toma-
remos el radio del arco tendiendo a infinito. En este caso dada la definicio´n de k0 la
contribucio´n a la integral de la semicircuferencia es nula, y por lo tanto tendremos:∫ +∞
0
dk0f(k0) = i
∫ +∞
0
f(ik0) + 2ipi
∑
Resf(k0) (2.52)
donde hemos hecho expl´ıcito que la integral a lo largo del semieje imaginario positivo
se obtiene al hacer una rotacio´n de Wick que cambia k0 → ik0. Dado que el contorno
elegido no encierra polos de la funcio´n, la contribucio´n de los residuos es cero. Por
lo tanto, en este caso de funciones de respuesta constante, tendremos que la accio´n
efectiva al orden ma´s bajo no trivial esta´ dada por:
γ
(2)
I = −
1
32pi3
∫
k||
∫ +∞
0
dk0f(ik0) . (2.53)
De acuerdo a la definicio´n que hemos hecho de f(k0), evaluarla en un argumento pu-
ramente imaginario hace que la funcio´n sea real (ya no ser´ıa necesario incluir el factor
de prescripcio´n de polos). Al ser f(ik0) real, la ecuacio´n (2.53) permite concluir que
para el orden no trivial ma´s bajo y funciones de respuesta constantes, la accio´n efec-
tiva no desarrolla una parte imaginaria. Lo cual es un comportamiento de esperar, ya
que de acuerdo a (2.47) la u´nica informacio´n del movimiento relativo de las placas en
este caso de espejos planos esta´ incluido en las funciones de respuesta de los espejos
a trave´s de su dependencia con la velocidad. As´ı que la consideracio´n de funciones de
respuesta constantes estar´ıa eliminando las condiciones para que aparezca algu´n indicio
de feno´menos disipativos en el sistema.

Conclusiones
Hemos calculado, usando me´todos de integrales funcionales, la accio´n efectiva para
un campo escalar real en casos en los que las condiciones de borde impuestas al campo
corresponden a espejos semitransparentes que esta´n en movimiento.
Inicialmente consideramos un movimiento oscilatorio para el caso de 1 y 2 espejos pla-
nos, para los cuales calculamos la accio´n efectiva, a diferentes ordenes en las constantes
de acople. Para esto usamos el desarrollo en cumulantes en la formulacio´n de tiempo
real (Espacio de Minkowkski) en espacio-tiempo de D dimensiones. A partir de este
resultado, restringimos nuestro ana´lisis de la parte imaginaria de dicha accio´n efectiva
para condiciones espec´ıficas, encontrando que esta sera´ un´ıvocamente determinada por
la parte imaginaria asociada a la contribucio´n del loop escalar que resulta a cada orden.
Para un solo espejo, en el caso masivo en D = 2 comprobamos que la accio´n efectiva a
segundo orden en los acoples, desarrollara´ una parte imaginaria si se supera la condi-
cio´n usual para la produccio´n de pares por la accio´n de un campo externo. Los casos
no masivos en D = 3 y D = 4 permitieron establecer que habra´ indicios de feno´menos
disipativos si la componente del impulso en la direccio´n que se produce la oscilacio´n
esta´ acotada por un mu´ltiplo entero de la frecuencia con la que oscila el espejo.
En el caso de dos espejos encontramos que solo aparecera´ parte imaginaria si las fre-
cuencias de oscilacio´n de los espejos son conmensurables. Analizamos el caso ma´s simple
de frecuencias iguales, y pudimos notar que si suprimimos los te´rminos de autointe-
raccio´n de cada espejo el signo de la parte imaginaria de la accio´n efectiva no estar´ıa
un´ıvocamente definido por el signo de la parte imaginaria de la contribucio´n del loop.
Al incluir las autointeracciones se remedia esto, lo que implica que estos te´rminos de
autointeraccio´n son dominantes al orden cuadra´tico estudiado.
Partiendo de los resultados para el movimiento normal oscilatorio en un espacio-tiempo
en D = 4 dimensiones, consideramos que los espejos estaban en movimiento lateral.
Se incluyeron defectos geome´tricos continuos que podr´ıan modelar rugosidades, y se
encontro´ que en este caso la velocidad de fase de una de las placas (modelada como una
onda que se propaga) debe ser superior a la velocidad de fase de la luz en el material
de los espejos (si se supone un medio material). Este feno´meno puede pensarse como
un ana´logo cua´ntico de la radiacio´n de Cherenkov de acuerdo a lo propuesto en la refe-
rencia [12], y es una implicacio´n de que no se este´n considerando medios dispersivos al
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imponer desde un inicio que las funciones de respuesta de los espejos son constantes.
Por u´ltimo, se considero´ dos espejos planos en movimiento relativo con velocidad no re-
lativista. En este caso, en la formulacio´n de tiempo imaginario, encontramos la accio´n
efectiva para el sistema de un campo escalar con condiciones de borde implementa-
das por espejos cuyo modelo microsco´pico corresponde a un conjunto de osciladores
armo´nicos no acoplados. Se encontro´ que al integrar los grados de libertad que descri-
ben los osciladores en los espejos, la accio´n efectiva queda determinada a partir de la
accio´n libre del campo escalar y una interaccio´n cuadra´tica en el campo con los espe-
jos. En este caso, dicha interaccio´n esta´ definida por medio de funciones de respuesta
que dependen de las coordenadas paralelas a las superficie de los espejos y del tiempo.
Usando transformadas de Fourier, el problema se redujo a un problema unidimensio-
nal. Pudimos, utilizando el Teorema de Gelfand-Yaglom evaluar la accio´n efectiva de
manera exacta y obtener un resultado no perturbativo. Este resultado fue comproba-
do al orden ma´s bajo no trivial, y es consistente con lo hecho en anteriores trabajos
[22]. Se comprobo´ a este orden que la accio´n efectiva desarrollara´ una parte imaginaria
para medios dispersivos para cualquier re´gimen de velocidades, incluso velocidades no
relativistas como las consideradas en este caso.
Ape´ndice A
Teorema de Gelfand-Yaglom
“I’ve had a perfectly wonderful evening. But this wasn’t it.”
— Groucho Marx
Usaremos el teorema enunuciano de acuerdo [23] para operadores de Schro¨dinger en
una dimensio´n. Consideremos el operador M = − d
2
dx2
+ V (x) definido en el inte´rvalo
[0, 1]. El problema con condiciones de borde de Dirichlet:
Mφn = λnφn(x) , φn(0) = φn(1) = 0 (A.1)
donde λn son un conjunto discreto de autovalores no degenerados acotado por abajo.
La soluci n de este problema es equivalente a la soluci n de:
Mun = λnun(x) , un(0) = 0 u′n(0) = 1 (A.2)
Se cumple para el operador M que:
detM
detMfree =
uλ=0(1)
ufreeλ=0(1)
(A.3)
donde Mfree y ufree son el operador y la solucio´n para el caso libre, con V (x) = 0.
A.1. Aplicacio´n a potenciales tipo δ
Para efectos de esta seccio´n consideraremos x3 ≡ x. Para la aplicacio´n al caso del
operador (2.37), seguimos lo mostrado en [24]. En este trabajo, construyen matrices de
transferencia de la solucio´n y sus derivadas las cuales permiten conocer a partir de la
solucio´n y su derivada en un punto xi, la solucio´n en un punto xf . Para esto, definimos
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el vector de dos componentes:
Ψ(x) =

u(x)
u′(x)
|k|||
 (A.4)
donde la divisio´n entre |k||| se realiza para que las dos componentes tengan la misma
dimensio´n. Por lo tanto, dado que conocemos la solucio´n en x = −L
2
, la solucio´n en
x =
L
2
puede encontrarse como:
Ψ
(
L
2
)
= A
(
L
2
,−L
2
)
)Ψ
(
−L
2
)
(A.5)
siendo A
(
L
2
,−L
2
)
una matriz, que para este caso estara´ dada por:
A
(
L
2
,−L
2
)
= A(0)
(
L
2
,
a
2
)
Aδ
(a
2
)
A(0)
(a
2
,−a ,2
)
Aδ
(
−a
2
)
A(0)
(
−a
2
,−L
2
)
(A.6)
A(0) (xf , xi) esta´ construida a partir de una base de soluciones de las ecuaciones ho-
moge´neas:
A(0) (xf , xi) ≡ A(0) (∆x) =
cosh
(|k|||∆x) sinh (|k|||∆x)
sinh
(|k|||∆x) cosh (|k|||∆x)
 (A.7)
con ∆x = xf − xi. Por otro lado, Aδ
(
a
2
)
es una matriz que debe dar cuenta de la
continuidad de la solucio´n a lo largo de todo el intervalo, y de las discontinuidades de
sus derivadas. por la presencia de los espejos en x = a
2
y x = −a
2
. De acuerdo a la
notacio´n usada en el cap´ıtlo 2 y la definicio´n del potencial que muestra la figura (2.3)
tendremos que:
Aδ
(
−a
2
)
=

1 0
λ˜L (k0 + vk1)
|k||| 1
 (A.8)
Aδ
(a
2
)
=

1 0
λ˜R (k0)
|k||| 1
 . (A.9)
Con estas consideraciones y los pasos mencionados en la seccio´n 2.3.1 relacionados con
tomar el l´ımite L→∞ y de derivar respecto al para´metro de separacio´n a obtuvimos
A.1 Aplicacio´n a potenciales tipo δ 45
el resultado (2.45).
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